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摘要!高精度曲面建模#

M,53

$是一种全新的曲面建模方法!其整个过程可分为偏微分方程的离散'采样方程建立

和代数方程组求解
#

个阶段%目前所采用的求解对称正定方程组的方法主要是共轭梯度法%为了解决
M,53

的

计算速度问题!本文给出了
$

种新的预处理共轭梯度算法!分别为不完全
6G89IJN

L

分解共轭梯度法和对称逐步超

松弛预处理共轭梯度法%实验表明!不完全
6G89IJN

L

分解共轭梯度法收敛速度最快!且这
$

种预处理方法均比其

他方法具有更快的收敛速度%

关键词!预处理共轭梯度法"不完全
KG89IJN

L

分解"对称逐步超松弛算法"

M,53

!"#

&

!%:#=$"

(

5O:':!%"=:$%!$:%%$>!

!

!

引言

高精度曲面建模理论#

M,53

$根据曲面论基

本定理!结合高斯 科达齐方程!对所模拟的区域进

行均匀正交剖分建立数值方程!是一种全新的曲面

建模方法%其在采样数据的约束下!对正交剖分的

均匀格网点进行求解!从而获得高精度的拟合曲

面)

!

*

%数值实证表明!

M,53

的计算精度高于以往

的建模方法)

$

*

%

为了解决高精度曲面建模方法的速度问题和

超大计算量问题!在大量数值实验的基础上!岳天

祥等人给出了
M,53

的最佳表达形式)

#"

*

%

M,53

的计算速度及模拟精度与以往相比有了大

幅度的提高)

"

*

%

M,53

计算的整个过程大致可分

为
#

个阶段&

M,53

方程组系数矩阵的形成'采样

方程的建立和代数方程组的求解%

为了进一步解决
M,53

模型的计算速度问

题!我们对模型中的线性方程组!采用不同的预处

理共轭梯度法!即不完全
6G89IJN

L

分解预共轭梯

度法#
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8JEQE8<
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;

T

DQI/HDUEI<Q3IQG8U

$和对称逐步超松弛预

共轭梯度法#

55(*6/

!

5

L

CCIQHEK5;KKIJJEVI(VIH

*I9DWDQE8<1

P

HIK8<UEQE8<IU 68<

S

;

T

DQI /HDUEI<Q

3IQG8U

$求解!试验结果表明&与以往预处理方法相

比!这两种方法均大大降低了
6O)

时间与收敛到

一定精度解的迭代步数%同时!考虑了稀疏矩阵的

压缩存储方式!这对大规模问题而言!解决了以往

预处理共轭梯度算法中的内存不足等问题%

$

!

预处理共轭梯度法

设
M,53

模型中的方程组为&

!"

!

#

#

!

$

其中!

!

#

$

"#"为对称正定稀疏矩阵%

对于方程组#

!

$的求解!分为直接法和迭代法%

直接法针对中小规模的问题!典型的直接法为高斯

消元法!但此方法的时间复杂度与模拟区域网格数

的三次方成正比)

@

*

%在迭代法中!共轭梯度#

$%

$方

法)

&

*被广泛用于求解大型稀疏对称正定线性系统%

对于大型稀疏对称正定系统
!"!#

!共轭梯度法

#

$%

$在理论上具有有限步收敛性)

=

*

%特别是当系

数矩阵的绝大部分特征值在
!

附近或者该问题良



态时!

$%

方法的收敛速度很快%即
$%

方法的收敛

速度依赖于系数矩阵
!

的条件数或更一般地依赖

于
!

的特征值的分布%但在实际问题中!由于舍入

误差的影响!以往经验表明!为了达到比较准确的

解!

$%

方法的收敛步数往往远远大于系数矩阵的

阶数甚至不收敛%而对于
&'()

模型!此方程组

的系数矩阵条件数较大%因此!在实际计算前!先

通过改善系数矩阵的条件数来提高
$%

方法的收敛

速度!即预处理共轭梯度法%预处理共轭梯度法的

思想就是把共轭梯度法用到预处理后的代数系统%

预处理共轭梯度法算法如下)
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该算法中!主要的计算量来自于求解方程组

'(

+

!&

+

%因此!下面我们寻找预处理矩阵
'

!一方

面使得该预处理方法的收敛速度很快!另一方面使

求解方程组
'(

+

!&

+

的计算量尽可能小%

$%&

!

不完全
'()*+,-

.

分解预处理方法

将方程组#

!

$转化为易于求解的方程组&

%

!"

!

&

#

! #

$

$

其中!

%

!!'!

!

&

#!'#

%

若
+

#

%

!

$

'

+

#

!

$#

+

#

!

$表示矩阵
!

的条件数$!

则同样的算法求解式#

$

$比求解式#

!

$具有更快的

收敛速度%

首先!我们采用的预处理方法为
!

的不完全

6G89IJN

L

分解法)

>

*

%

设
!

的不完全
6G89IJN

L

分解为
!!',$!

**

4

,$

!

其中!

*

是下三角阵!使
'!**

4 尽可能接近

!

!且
*

保持跟
!

一样的稀疏性或具有其他指定的

稀疏性%完全
6G89IJN

L

分解是对系数矩阵
!

进行

三角分解
!!**

4

!不完全分解是对矩阵
!*$

进

行三角分解
**

4

%由于矩阵
$

可以变化!因此!

*

的稀疏性结构可以预先适当控制!即
*

中哪些元

素为
%

!可以预先规定!同时还要考虑到
**

4 要尽

可能地接近
!

%这样克服了完全
6G89IJN

L

分解破

坏
!

的稀疏性的缺点%在实际计算中!常常考虑

$

有较多的零元素!且
$

元素不应太大%本文我

们考虑没有填充的
6G89IJN

L

分解算法!即对
!

进

行
6G89IJN

L

分解时!对应于
!

的零元处的位置!在

分解过程中不再引入非零元%下面给出此算法的

代码)
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以
'!**

4 作为预处理算子!应用共轭梯度

法!不难验证预处理后的系数矩阵%

!

(

+

%在具体实

现过程中!

!

采用行压缩存储!

'(

+

!&

+

可转化为求

解
*

3

F

+

!

4+

!及
*

4+

!&

+

%这样!解方程组的计算量

为
5

#

"

$

$!比直接求解
'(

+

!6

+

的计算量提高了一

个数量级%

266/

方法对小型问题是有效的!针对

大型问题!我们可以预先对系数矩阵进行
6G89IJN

L

分解!将分解后的下三角矩阵参与
M,53

模型的

计算!作为
M,53

模型的输入参数%该方法的空

间复杂度与时间复杂度均为
(

#

"

$

$%

$%$

!

对称逐步超松弛预处理方法

M,53

的主要计量来自于矩阵的乘积运算和

求逆!且求逆运算所花费的时间远远大于矩阵的

乘积%上述的不完全
6G89IJN

L

分解预处理方法

$>$
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中每次内迭代都需要求解方程组
'(

+

!&

+

%陈传

法等人)

B

*采用了改进的
/D;JJ15IEUI9

算法对

M,53

进行求解%

/D;JJ15IEUI9

法的收敛性问题

受到
M,53

方程中稀疏矩阵的制约%对称逐步

超松弛#

55(*

$方法是
/D;JJ15IEUI9

的一种加速

方法!是求解大型稀疏矩阵方程组的有效方法!

它具有计算公式简单!程序设计容易!占用计算

机内存少等优点%同时!该预处理方法可通过直接

计算系数矩阵的近似逆矩阵!以避免每次迭代求解方

程组
'(

+

!&

+

!从而减少计算量%该方法中只涉及矩

阵与向量的乘积!且很容易实现并行运算%

应用对称逐次超松弛方法#

55(*

$

)

!%

*

!设系数

矩阵
!

可以分解为
!!*,,,*

4

!其中
,

为
!

的

对角线元素构成的对角阵!

*

为
!

的下三角部分构

成的下三角矩阵%定义
((57

预处理算子如下)
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其中!
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下面对
9

的逆矩阵作进一步的估计!由#

#

$式得!
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!
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则
'

的近似逆可表示为

+

'

!

%

-

4

%

-

%

!!

从而使得预处理共轭梯度法中每次内迭代求

解方程组
'(

+

!&

+

转化为计算
(

+

!

+

'&

+

!进而减少

了计算量%但矩阵+

'

的稀疏性要比
!

的稀疏性

差%在具体计算过程中!把计算
(

+

!

+

'&

+

转化为计

算
.+

!

%

-&

+

和
(

+

!

%

-

4

.+

%这样保证了%

-

与
!

有相

同的稀疏结构!从而减少了内存占用率%从上述分

析可以看出!在程序实现过程中!预处理矩阵%

-

可

以显式地实现!从而使得
55(*6/

的空间复杂度

为
5

#

"

$%

#

!

高斯合成曲面的数值试验

该试验以高斯合成曲面为研究对象!以
RI991

(

P

QEO9IWBB%

为计算机实验平台验证不同的预处理

共轭梯度方法对
M,53

收敛速度的影响%

高斯合成曲面#图
!

$的数学表达式
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假定研究区域为)

Z#

!

#

*

[

)

Z#

!

#

*!此时!

Z&:@@!%

)
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#

>

!

4

$

)

>:!%&$

%设计了
#

组试验!分

别改变模拟区域网格点数!内外迭代次数以比较不

同方法的计算效率%

试验
!

为固定采样间隔#

?\"

$!外迭代停止准

则
,

=

#

",!

$
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,
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"
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!内迭

代停止准则为
,
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!改变模拟区域的网格数#分别为
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'
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'

@%![@%!

'
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$比较不同预处理共

轭梯度法的计算时间及停止迭代时的内迭代步数%

同时给出了
266/

法与对角线预处理共轭梯度法的

计算时间的差值与网格数的关系%试验结果记录

在表
!

和图
$

中%表
!

中!

5

表示对角线预处理共

轭梯度法!

4

表示三对角预处理共轭梯度法%由表

!

和图
$

表明!

266/

法及
55(*6/

法的计算时间

及内迭代步数均小于对角线预处理方法及三对角

预处理方法"且
266/

法与对角线预处理方法的计

算时间的差值随着网格数的增多呈现较好的线性

关系!即网格数越多!

266/

法的优势越明显!两种

方法的时间差值与网格数的关系为&
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,

!:@$!!

#

!%

"

!

!!

其中!

B

为计算时间差值!

A

"

为模拟区域的网

格数目%试验结果表明!

266/

法与
55(*6/

法不

论在计算时间上还是迭代步数上!较以往的对角线

预处理方法与三对角预处理方法均有显著提高%

从图
$

中可见!随着模拟网格数的增多!

266/

法的

计算时间越少其优势越明显%

试验
$

为固定采样间隔#

?\"

$!外迭代次数设

为
@

次!模拟区域网格
!%![!%!

!比较不同方法的

收敛精度%试验
#

为固定采样间隔#

?\"

$!设内迭

代次数为
!%

次!模拟区域网格数为
@%![@%!

!比较

不同的外迭代次数#分别为
$

'

"

'

&

'

>

次$下各种方

法的收敛精度%试验结果如表
$

'

#

所示%

综合以上试验可得!

266/

法收敛速度最快!

55(*6/

法次之!二者均比对角线预处理法'三对

角预处理法收敛快"且随着网格数的增多!
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法

的优势越明显%
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结论
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模型由于其收敛速度问题!严重制约了

其推广及应用%本文针对该模型的病态性等特点!

在共轭梯度法的基础上!分别采用不完全
6G89IJN

L

分解预处理方法及对称逐步超松弛预处理方法对

系数矩阵进行预处理%在具体实现过程中!充分考

虑了两种不同的预处理方法!在计算量与存储量方
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与
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时间差值与网格数的关系
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面的实现细节%以高斯合成曲面为研究对象!通过

数值试验!在
RI991(

P

QE

P

9IWBB%34

机器上验证了

两种预处理方法的有效性%试验结果表明!所采用

的两种预处理方法比以往的对角线预处理法及三

对角预处理方法在收敛速度上均有明显的改善!进

而解决了
M,53

推广使用中的计算速度问题%
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